
Analyse harmonique Année académique 2023-2024
3e Bloc Maths

Solutions finales des exercices

Voici les réponses finales des exercices des différentes listes. Le fichier sera mis à jour au fur
et à mesure de l’avancement des TP.

Liste 0

Exercice 1 : lim
m→+∞

(m!)
1
m

m
=

1

e
et lim

m→+∞

ln(m!)

m
− ln(m) = −1

Exercice 2 : Γ(5/6) = 2π
Γ(1/6)

Liste 1

Exercice 1 :
(a) fm /∈ C0(R) ; fm ∈ L1(R) ∩ L2(R) ∩ L∞(R)

||fm||1 = 2 ; ||fm||2 =
√

2
m ; ||fm||∞ = 1

m

(b) fm converge ponctuellement vers 0 sur R et converge uniformément vers 0 sur R.
(c) fm ne converge pas pour la norme || ||1, fm converge vers 0 pour la norme || ||2 et fm

converge vers 0 pour la norme || ||∞.

Exercice 2 :
(a) fm ∈ C0([0,+∞[) ∩ L1([0,+∞[) ∩ L2([0,+∞[) ∩ L∞([0,+∞[)

||fm||1 = 1√
m

; ||fm||2 = 1
2 ; ||fm||∞ =

√
me−1

(b) fm converge ponctuellement vers 0 sur ]0,+∞[ et fm ne converge pas uniformément sur
]0,+∞[.

(c) fm converge vers 0 pour la norme || ||1, fm ne converge pas pour la norme || ||2 et fm ne
converge pas pour la norme || ||∞.

Exercice 3 :
(a) A = R0 et fm converge ponctuellement vers 0 sur R0.
(b) fm ne converge pas uniformément sur R0, mais fm converge uniformément vers 0 sur les

ensembles bornés fermés inclus dans R0.
(c) fm converge vers 0 pour la norme || ||1 et fm ne converge pas pour la norme || ||2.

Exercice 6 :
(a) La suite de fonctions converge ponctuellement vers 0 sur R0, elle ne converge pas uniformé-

ment sur R0, mais elle converge uniformément vers 0 sur les compacts de R0.
(b) δn ∈ C0(R), δn ∈ L1(R) et ne converge pas dans L1(R), δn ∈ L2(R) et ne converge pas dans

L2(R), δn ∈ L∞(R) et ne converge pas dans L∞(R).
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Liste 2

Exercice 1 :
(a)

f ⋆ g(y) =



0 si y < −1
(y+1)2

4 si − 1 ≤ y ≤ 1
1 si 1 < y < 3

1− (y−3)2

4 si 3 ≤ y ≤ 5
0 si y > 5

Exercice 2 :
(a) f ⋆ g(y) = −yeχ[0,+∞[(y), y ∈ R

(b) f ⋆ g(y) =

{
0 si y ≤ 0
y sin(y)

2 sinon

(c) f ⋆ g(y) = e−|y| + |y|e−|y|, y ∈ R

Exercice 5 :

χA ⋆ χB(u, v) =


0 si |u| > 2
π/2 + arcsin(u+ 1) + 1

2 sin(2 arcsin(u+ 1)) si − 2 ≤ u ≤ 0
π/2− arcsin(u− 1)− 1

2 sin(2 arcsin(u− 1)) si 0 < u ≤ 2

Exercice 6 :

(a) gn ⋆ g1(y) =


0 si |y| > n+ 1
n+ 1 + y si − n− 1 ≤ y ≤ −n+ 1
2 si − n+ 1 < y < n− 1
n+ 1− y si n− 1 ≤ y ≤ n+ 1

Liste 3

Exercice 1 :
(1) F+

y f1 =
−1

i+iy−1 et F−
y f1 =

−1
i−iy−1 , y ∈ R

(2) F+
y f2 = iy

√
π
2 e−

y2

4 et F−
y f2 = −iy

√
π
2 e−

y2

4 , y ∈ R

(3) F+
y f3 =

2a
y2
(1− cos(ya)) = F−

y f3, y ∈ R pp

(4) F+
y f4 =

2eiy

1+y2
et F−

y f4 =
2e−iy

1+y2
, y ∈ R

(5) F+
y f5 = i

(
sin(y−2)

y−2 − sin(y+2)
y+2

)
et F−

y f5 = i
(
sin(2+y)

2+y − sin(−y+2)
2−y

)
, y ∈ R pp

Exercice 2 : La réciproque est fausse, mais on a quand même le résultat suivant : si la transformée
de Fourier d’une fonction est paire (resp. impaire), alors cette fonction est paire (resp. impaire)
pp.

Exercice 3 :
(1) Fye

−λ| ˙ | = 2λ
y2+λ2 , y ∈ R

Exercice 4 : F+
y f = 2

y2
(1− cos(y)), y ∈ R et

∫ +∞
0

sin4(x)
x4 dx = π/3
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Exercice 5 :
(1) π

2 min(a, b)

(2) ∫ →+∞

0

sin(ax) cos(bx)

x
=

 0 si a < b
π/4 si a = b
π/2 si a > b

(3) 1
2 ln |

a+b
a−b |

Exercice 6 : π/4

Liste 4

Exercice 1 : g = 1
2πF

+F−f convient

Exercice 2 : (2) L’unique solution est f = 0.

Liste 5

Exercice 1 : F+
y f =

√
π

4
√

1+y2
e

i
2
arctan(y), y ∈ R

Exercice 3 : L’ensemble des solutions est

{f(x+ ct) + g(x− ct) : g, f ∈ C2(R)}.

Exercice 4 : La solution est U(x, t) =

(
f ⋆ G√

2γt
C

)
(x), où Gσ(x) =

1√
2πσ2

e−
x2

2σ2 .

Liste 6

Exercice 1 :
(1) F+

y f = iπ sign(y)− iπ2 sign(1 + y)− iπ2 sign(y − 1)

(2) F+
y g = i ln

(∣∣y+1
y−1

∣∣)
(3) F+

y h = iπ
y (1− e−|y|)

Exercice 2 :
F+
y f = sign(y)πie−|y|

et
F+
y g =

{
0 si y > 0
−2iπey si y < 0

Exercice 4 : ∫ +∞

0

cos(x) sin(x)

x(x2 + a2)
dx =

π

4a2
(1− e−2|a|)

Exercice 5 :
(a) f n’est pas intégrable, mais est de carré intégrable

(b) F+
y Df = π(e−

1
a
|y| − e−

1
b
|y|)

(c) F+
y f = iπ

y (e
− 1

a
|y| − e−

1
b
|y|)
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Liste 7

Exercice 1 : (2) a, b et c doivent être distincts.

Exercice 3 : La projection d’un point x sur la boule unité fermée est x
||x|| si x n’apparient pas à

la boule, et x sinon.

Liste 8

Exercice 1 : (2) Les développements en séries trigonométriques des 3 fonctions sont les suivants :

g1(x) = cos(10πx)

g2(x) =
3

8
+

1

2
cos(2πx) +

1

8
cos(4πx)

g3(x) =

+∞∑
m=1

8m

π(4m2 − 1)
sin(2πmx)

Exercice 2 :
(1)

f(x) =

+∞∑
m=0

4

π(2m+ 1)
sin((2m+ 1)x)

(2)
∑+∞

m=0
1

(2m+1)2
= π2

8 et
∑+∞

m=0
(−1)m

2m+1 = π
4

Exercice 3 :
(1)

f(x) =
2

π
+

+∞∑
m=1

4 cos(2mx)

π(1− 4m2)

(2)
∑+∞

m=1
1

4m2−1
= 1

2 et
∑+∞

m=1
(−1)m

4m2−1
= 1

2 − π
4

Exercice 4 :
(1)

f(x) =
+∞∑
m=1

12(−1)m+1

π3m3
sin(πmx)

(2)
∑+∞

m=0
(−1)m

(2m+1)3
= π3

32

Exercice 5 :
(1)

f(x) =

+∞∑
m=1

(−1)m(eπ − e−π)

π(1 +m2)
cos(mx) +

eπ − e−π

2π

(2)
∑+∞

m=1
1

(1+m2)2
= 1

4(e
2π − e−2π + 4π) π

(eπ−e−π)2
− 1

2 et
∑+∞

m=1
(−1)m

1+m2 = π
eπ−e−π − 1

2

Exercice 6 : (2)
∫ π
−π Pr(θ) dθ = 2π pour tout r ∈ [0, 1[
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