Analyse harmonique Année académique 2023-2024

3¢ Bloc Maths
Solutions finales des exercices I

Voici les réponses finales des exercices des différentes listes. Le fichier sera mis a jour au fur
et & mesure de ’avancement des TP.

Liste O

1

ml)m 1 In(m!

Exercice 1 : lim (m!) = et lim M —
m——00 m e m——+oo m

Exercice 2 : T'(5/6) = 1“(217;6)

Liste 1
Exercice 1 :
(a) fm & COR) ; fm € LY(R) N L2(R) N L®(R)

Ifmlli=2 5 lfmll2= /5 5 lfmllc =5

(b) fm converge ponctuellement vers 0 sur R et converge uniformément vers 0 sur R.

(¢) fm ne converge pas pour la norme || |[1, fm converge vers 0 pour la norme || ||2 et fn,
converge vers 0 pour la norme || ||so.

Exercice 2 :
(a) fm € CO(]0, +o00]) N L ([0, +o0[) N L2([0, +oo[) N L>([0, 4-o0])

Ifmlli= 5 fmlk=35 5 llfmllo = vme™

(b) fm converge ponctuellement vers 0 sur |0,+oo[ et f,, ne converge pas uniformément sur
10, 4-o0].

(¢) fm converge vers 0 pour la norme || ||1, fin ne converge pas pour la norme || ||2 et fp, ne
converge pas pour la norme || ||co-

Exercice 3 :
(a) A=Rg et f,, converge ponctuellement vers 0 sur Ry.

(b) fm ne converge pas uniformément sur Ry, mais f,, converge uniformément vers 0 sur les
ensembles bornés fermés inclus dans Ry.

(¢) fm converge vers 0 pour la norme || ||; et fy, ne converge pas pour la norme || ||2.

Exercice 6 :

(a) La suite de fonctions converge ponctuellement vers 0 sur Ry, elle ne converge pas uniformé-
ment sur Rp, mais elle converge uniformément vers 0 sur les compacts de Ry.

(b) 6, € C°(R), 5, € LY(R) et ne converge pas dans L' (R), d, € L*(R) et ne converge pas dans
L3(R), 6, € L®(R) et ne converge pas dans L (R).



Liste 2

Exercice 1 :

(a)

0 siy<—1
W? i —1<y <
frgly)=4¢ 1 si 1<y<3
2
1-— @ si 3<y<5
0 si y>5
Exercice 2 :
(a) fxg(y) = —yexp+o0[(¥), yER
0 siy <0
(b) f*g(y) = { ysirQl(y) sinon
(c) frgly)=e Wt yle ¥, yeRr
Exercice 5 :
0 si|ul > 2
xa*xB(u,v) =4 7/2+ arcsin(u + 1) + % sin(2arcsin(u +1)) si —2<u <0
7/2 — arcsin(u — 1) — 5 sin(2arcsin(u — 1)) si 0 <u <2
Exercice 6 :
0 sifyl >n+1
) n+l+y si —n—-1<y<-n+l
(a) gnx91(y) =4 5 si—n+l<y<n-—1
n+l—y sin—1<y<n+1
Liste 3
Exercice 1 :
(1) Fffi= gz et Fy f1= =1, YER

92 Yy

2 .7-"y+f2 = iy@e‘f et f;fg = —iy@e_f, y€eR
3) Fy fs=28(1—cos(4)) = F, fs, ye Rpp
Fifi= 2 et Frfa=223 yeR

»

(2)
(3)
(4)
()

14+y? T+y2°
+ ¢ _ . (sin(y—2) sin(y+2) — ¢ _ . (sin(2+y) sin(—y+2)
5 ]:yfg,—z( T T g2 )et]:yf5—z( 5y T iy ),yGRpp

Exercice 2 : La réciproque est fausse, mais on a quand méme le résultat suivant : si la transformée
de Fourier d’une fonction est paire (resp. impaire), alors cette fonction est paire (resp. impaire)

pp.

Exercice 3 :

(1) Fpe N 1= y22+7/\>\2, yeR

Exercice 4 : F,f f = y%(l —cos(y)), yeR et 0+OO Sin:fx)dx = /3




Exercice 5 :
(1) 5 min(a,b)
(2)
0 sia<b
=¢ /4 sia=b

/_>+°° sin(ax) cos(bx)
0 /2 st a>b

x
Exercice 6 : m/4

Liste 4

Exercice 1 : g = 5-F " F~ f convient

Exercice 2 : (2) L'unique solution est f = 0.

Liste 5

Exercice 1 : F, f = _ VT §arctan(y) yeR
) W )

Exercice 3 : L’ensemble des solutions est
{fz+ct) +g(x—ct): g, f € C*R)}.

z2

Exercice 4 : La solution est U(z,t) = (f *G w) (x), ou Gy(x) = \/2;76_W.

[e]

Liste 6

Exercice 1 :

(1) Ff f = imsign(y) —i% sign(1 +y) — i5 sign(y — 1)
(2) Ffg=iln (‘z—fﬂ)

(3) Fyh=4(1—e W)

Exercice 2 :
FSf= sign(y)mie V!
et
0 si y>0
+, _

Fyg= { —2imeY si y <0

Exercice 4 : oo )
/ cos(z) sin(x) d — L(l _ ¢~2lal)
0 z(x? + a?) 4a?

Exercice 5 :

(a) f n’est pas intégrable, mais est de carré intégrable
(b) F; Df = w(e vl — emulvl)

(c) Fif = %(eﬁly\ — el



Liste 7
Exercice 1 : (2) a, b et ¢ doivent étre distincts.

Exercice 3 : La projection d’un point = sur la boule unité fermée est ﬁ si  n’apparient pas a
la boule, et x sinon.

Liste 8

Exercice 1 : (2) Les développements en séries trigonométriques des 3 fonctions sont les suivants :

g1(x) = cos(107mx)

1 1
g2(z) = g t3 cos(2mx) + 3 cos(4mx)

= 8m
g3(z) = Z TAmI =) sin(27mz)

Exercice 2 :

(1)

—+00

4 .
f(x) = W;) T@mT D) sin((2m + 1)x)

() Tr%y gty = et S C

m=0 (2m+1)2 3

m=0 2m+1 ~— 4

Exercice 3 :

(1)

+oo
2 4 cos(2mx)
J(z) = T * Z (1 — 4m?)
m=1
+ 1 1 nmo_ 1
@ TitimAm =3 ot ToSigAh =31

Exercice 4 :

(1) N
o0 _1\ym+1
flx) = Z % sin(mmax)

m=1

+oo (=™ gd
(2) 2omZo Gt = 2
Exercice 5 :
(1) N

o
B (=1)™(e™ —e™™) er—e’ "
- E R e

+ 1 1 1 - 1) 1

(2) X0 ey = (€T — T A = - 5 ot S0 e = ot 3

Exercice 6 : (2) [7_P.(0)df = 27 pour tout r € [0, 1]



